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CLASA XII-a

n

1. Daca polinomul monic f = > a;z" are toate radacinile z1, za, ..., x, in intervalul [—1, 1], iar
i=0

coeficientii sai satisfac proprietatea a,—; = a;,7 = 0, n.

Sa se demonstreze ca f = (z + 1)P(z — 1)%7 cu p,q € N,p + 2¢ = n.
Marcel Tena, Bucuregti GM 11,/2009

2. Pe multimea M este definitd o lege de compozitie * asociativa, cu elementul neutru e, cu
elementul absorbant a (adica x * a = a *x x = a,Vx € M) si orice x # a simetrizabil.

a) Sa se arate ca daca M are cel putin doua elemente , atunci M \ {a} este partea stabila a lui
M.

b) Fie m € M. Sa se arate ca dacd M are cel putin patru elemente, atunci M \ {m} este parte
stabila a lui M daca si numai daca m = a.

c) Sa se arate ca daca M are doud sau trei elemente, atunci exista mi,mo € M, m; # ma astfel
incat M\ {m1} si M \ {mqo} sunt parti stabile ala lui M.

Dumitru Barac, Sibiu

3. Daca f : [0,7] — R este o functie derivabila cu derivata continua, iar f(0)+ f(7) = 0, atunci

™ 2 K K
f '2($)dx > —| [ f(x)sinzdz|- | [ f(x)coszdx
ot el |

Emil C. Popa, Sibiu

4. a) Aratati ca

1
|)2
1_ 2\m :4m (m
/( £2)™ dt 7(2m+1)!,VmeN
0

b) Calculati limita sirului (x,,),>0, daca
n 2k+1(k!)2
=20k 1 1)
k=0 ( '

lToan Tincu, Sibiu

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru: 3 ore.



CLASA XII-a
BAREM DE CORECTARE

n .
1. Daca polinomul monic f = Y a;a" are toate radacinile x1, x9, ..., 2, In intervalul [—1, 1],
i=0
iar coeficientii sai satisfac proprietatea a,_; = a;,7 = 0,n. S& se demonstreze ca
f=@+1P(x—1)*cupgeN,p+2¢=n

Marcel Tena, Bucuresti, GM 11/2009

Solutie Observam ci a,, = ag = 1, deci f(0) =1 # 0, cu alte cuvinte z # 0,k =1,n....... 1p
1 na 1 L 1L 1
Ave — ) =Y === e p— LTt = — =0, 2
v f () =S8 St = D oniaf = Jef) b

1 _

Deci — € [0, 1],k = L me et 1p
Ty

Cum z, € [—1,1], deducem ca z € {—1,1},k = 1,n. Deci f = (z + 1)P(x — 1)""P, unde p este

ordinul de mutiplicitate al radacinii —1........ ... i 2p

Conditia f(0) =1 implica 1 = (=1)" P, decin —p=2¢, g EN.......coiiiiiiiiiiii., 1p

TOTAL ..o 7P



2 Pe multimea M este definita o lege de compozitie * asociativa, cu elementul neutru e, cu
elementul absorbant a (adicd z *xa = a %z = a,Vax € M) si orice x # a simetrizabil.
a) Sa se arate ca daca M are cel putin doua elemente , atunci M \ {a} este partea stabila a lui
M.
b) Fie m € M. Sa se arate ca daca M are cel putin patru elemente, atunci M \ {m} este parte
stabila a lui M daca si numai daca m = a.
c) Sa se arate ca daca M are doua sau trei elemente, atunci exista my, ma € M, mj # my astfel
incat M \ {m1} si M \ {mq} sunt parti stabile ala lui M.

Dumitru Barac, Sibiu.

Solutie Fie z,y € M,x # a,y # b. Presupunand prin reducere la absurd = * y = a rezulta

e P 0,5p
Compunand la stanga cu simetricul 2’ al lui z, rezultd =/ x (zxy) =2/ x (zx*a).......... 0,5p
Folosind asociativitatea, rezultd (z'* ) *xy = (' * ) * a, adica e x y = e x a, adicd y = a, ceea
ce este AbSUTd . . ..o o e 0,5p
Rezulta ca x x y # a, adica x xy € M \ {a}, ceea ce trebuia ardtat........................ 0,5p
b) Suficienta este demonstrata la punctul a). Demonstram necesitatea. Presupunem, prin re-
ducere la absurd, c& m # a. Rezulta xa existd m’ simetricul luim ....................... 0,5p
Deoarece M \ {m} are cel putin trei elemente, putem alege un element x € M,z # a,x # e si
e 7 0,5p

Consideram elementul y = x’ * m, unde x’ este simetricul lui z. Daca am admite c& y = m, ar
rezulta cad ' «m =m, adicd z * (x'«m) =xxm, deci (z*xz')xm =z xm, deci exm =xxm

decimsm’=xx(mxm’), deci e =z, ceea ce este fals............. .. ... ... 1p
Rezulta ca x,y € M\ {m}, deci T Y 7 M. .ooii e 0,5p
Insi avem: zxy =z * (' *m) = (x*z’')*m = e*m = m, contradictie. Inseamni c& pre-
supunerea m # a este falsd, deci M = @.......oo i 0,5p
c¢) Din ipoteza (M \ {a},-) este grup cu un element {e}, respectiv doua elemente {e,z}. Primul
grup este grupul banal cu un element, iar al doilea este grupul ciclic de ordin doi ......... 0,5p
*la e
Rezulta ca tabelele operatiilor in M sunt: a | a a respectiv
ela e

Din primul tabel se constata direct ca M\ {a} si M \ {e} sunt parti stabile ale lui M, deci putem

JUA 1701 = G, 19 = €ttt 0.5p
Din al doilea tabel se constata ca M \ {a} si M \ {z} sunt parti stabile ale lui M, deci putem
JUA 1101 = G, 10 = oo et 0.5p
TOTAL oo 7p



3. Daca f : [0,7] — R este o functie derivabila cu derivata continua, iar f(0) + f(w) = 0,

atunci
i vy

/ ?(2)de > 2 ) sin zdz | - x) cos xdx
O/f2<>d > 2| [ ftaysinsda | [ 7o) cosad

0 0

Emil C. Popa, Sibiu.

Solui;ie Folosind formula de integrare prin parti obtinem:

flx)cosadr = [ f(2)SINEAT, <o 1p
f f

fla)sinzdr = — [ f(X)COSTAL, oo 1p
f f

Pe de alta parte conform inegalitatii C-S-B rezulta:

/ 2d:z: ........................... 1,5p

[f ' (z)]?d - ]Tcos2 zdx =

2
ff cosxdaz} <
0

O —x

o

0
[ 2 ™ T 7
[ (=) sinxdx} < [1f"(2))?dx - [ sin® xdx = ;/ ............................ 1,5p
0 0
0
Avem in final
- 2
[ 2 T 2 7T2
[ (=) cosxdm} : [ff’(x) sinxdw} . /[f’(x)]de ............................... 1p
Lo 0
0
Si de aici inegalitatea din enunt
ff’2($)dac > — /f($) sin xdx /f(x) COSTAT| o v vt 1p
0
0 0
TOTAL .« .o 7P



4. a) Aratati ca

1
12
/ mdpzﬂﬂ%,vmel\l
(2m +1)!
0

b) Calculati limita sirului (z,)n>0, daca

Ty —

n 2k+1(k.|)2
k (

2k +1)!
Toan Tincu, Sibiu

Solutie Folosim metoda inductiei matematice.
Pentru m=0 este evident. Presupunem ca pentru m=k avem

1
2
= /(1 —t2)rdt = 4";(2](!{21)!
0

si demonstram egalitatea pentru m = k + 1, adica

L k+ 1)1
Lo = [ — @yiar — gt O 0,5
e =[-8 2k + 3)! P
1 [(1 _ t2)k+1] /
Putem scrie Ik+1 = Ik + (j]‘ k‘——|—1 : Edt ............................................ 0,5p
2(k +1) jg [(F+ 1)1
L = S L, = AR e 0,5
LT g3k (2k £ 3)! P
b) Cum functia (1 — ¢2)* este pari, folosind punctul a) vom obtine:
1 (k!)2
L— ) rdt =2 4F 1
Ja=0 (2K + 1) P
1 (k!)2
Efectuand schimbarea de variabild ¢ = 2z — 1, rezultd [(1 — 2)fakde = ———— ... ..., 1,5p
0 (2k + 1)!
1 n 2 1 — )]+
Asadar x,, = Z 2k+1 f z)fakde = [ Y 2[22(1 — 2)k]dx = 2f 2o —2)" 1p
=00 0 k=0 o 1-2z(1-x)
Deoarece z(1 — x) < R R R LR L L LR SR LR LR LR L PR LRRERTERTERTERRERE 0,5p
. 1
rezulta 1 — SniT <ST—[22(1—2)]" T <l 0,5p
1
1 I 2 2
1-— dx < S| ——————do oo 0,5
( 2n+1>0f1—2x(1—x)x—x"—/1—2x(1—x)x P
0
1
1 2 dx 1
Prin urmare nh_)rgox 6[ = 22(1 = x)dx =4 T @ 1) = 2arctg(2x — 1)|g=m....0,5p
0
TOTAL ..o Tp



