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1. Stiind ca lim »; - = —— sa se demonstreze inegalitatea
n—oo =1 k 90
1 —~1 7
CERI +Zﬁ <521

Emil C. Popa, Sibiu

2. Sa se determine functiile continue ¢ : [a,b] — (0,00),a,b € R,a < b cu propri-
etatea ca exista o functie continua f : [a,b] — [a,b] astfel incat f(x) < z,Vx € (a,b) si
9(f(2)) = g*(),Vz € [a,b].

Liana Agnola, CNGL Sibiu
Daniela Burtoiu, CNAO Pitesti

3.Pentru o matrice A € M3(R) data se considera functia

f i Ma(R) - Ma(R), f(X)=AX + XA

S& se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) functia f este bijectiva;

b) tr(A) # 0 si det(A) # 0;

c) este adevarata implicatia f(X) = Oy = X = Os.

Dumitru Barac, Sibiu

4. Se cosidera sirul (an)n>1, cu a1 = 5 si care verifica relatia 2n(an+1 — apn) + 3ap41 — Sap, =
an

8n? 4+ 32n 4+ 30,n > 2. Si se calculeze lim —

n—00 n2 '
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Nota: Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru: 3 ore.



CLASA XlI-a
BAREM DE CORECTARE

n o1 4

1. Stiind ca lim )’ i 79L() sa se demonstreze inegalitatea
T k=1
1 1 _ 74 -
— < —,n
(n+41)6 — k+ 90’
Emil C. Popa, Sibiu
. N 1 md "1
Solutie Notam xz,, = m 90 + ; R R R 2p
Sl avem Ty — 0. oo 1p
1)¢ 2)6(n? +2
Observam ca xp41 — Tn = (n+ zn_—‘l_-(;)b‘:(_n 1_(17;6 +2n) >0pentrun>1. ... L. 2p
Rezulta ca x,41 > p si deci sirul (x,)n>1 este strict crescator ......................... 1p
Cum lim z, = 0, rezultd z, < 0 pentru n > 1, de unde rezulta inegalitatea din enunt...... 1p
n—oo
O T A L . P



2. Sa se determine functiile continue g : [a,b] — (0,00),a,b € R,a < b cu propri-
etatea ca existd o functie continua f : [a,b] — [a,b] astfel incat f(z) < z,Vx € (a,b) si

9(f(2)) = ¢*(x),Vz € [a,0].

Liana Agnola, CNGL Sibiu
Daniela Burtoiu, CNAO Pitesti

Solutie f(a) > fla) = hm> f(z) < hm> r=a= fla)=a,f(b) <b.............. 1p
9(f(a)) = 2() ():9() 1

Fie sirul (o, )nen, dat de relatia de recurenta a1 = f(ay),Vn € Nyag € (a,b) ...ooooont.. 1p
ap, € [a,b],Vn € N, api1 —ap = fan) — an < 0,Yn € N = (ay)nen € convergent ......... 1p

Fie | = lima, € [a,b]. Trecem la limita in relatia de recurenta si obtinem f(I) =1=1=a..1lp
Folosim relatia g(f(x)) = ¢*(z), Vz € [a,b]. Obtinem
9(a1) = ¢*(a0),

g(a2) = g*(a1) = 922(040) si prin inductie g(a,) = ¢ (), YR €N 1p
Rezulta ca g(ap) = [g(a )]% i hmg(ao) = hm[ (04”)]2% = [g(liman)]hfrln%" =[g(a)]® =1 =1.
Rezulta ca g(ag) = 1 Vo € (a, b) ............................. SURTUTRUU TSR 1p
Rezulta ca g(b) = 1. Atunci g(x) =1,V € [a,b] . ... 1p
TOTAL ..o p



3. Pentru o matrice A € M3(R) data se considera functia f : Ma(R) — M2(R), f(X) =
AX + XA

Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) functia f este bijectiva;

b) tr(A) # 0 si det(A) # 0;

c) este adevarata implicatia f(X) = Oy = X = Oa.

Dumitru Barac, Sibiu

Solutie Aratam intai ca afirmatiile a) si b) sunt echivalente. Functia f este bijectiva daca si

numai daca ecuatia f(X) = B are solutie unicd pentru orice B € Ma(R). .................. 1p
NoténdAz(a b),X:<x y),avem
c d z t

f(X):AX+XA:( 20z + cy + bz b$+(“+d)y+bt). ........................... 1p

cx+ (a+d)z+ct cy + bz + 2dt

Egaland cu matricea B, se obtine un sistem de 4 ecuatii liniare cu 4 necunoscute x, y, 2, t care are
solutie unica daca si numai daca matricea sistemului are determinantul nenul. Scazand coloana
a patra din prima, linia a patra din prima, adunand linia intai la a patra si dezvoltand dupa
elementele primei linii a determinantului obtinut, avem

2a c b 0 2a c b 0
b a+d 0 b| | 0 a+d O b|
c 0 a+d ¢ 0 0 a+d c|
0 c b 2d —2d c b 2d
2(a+d) 0 0 —2d 2(a+d) 0 0 —2d
_ 0 a+d 0 b | 0 a+d 0 b |
0 0 a+d ¢ | 0 0 a+d ¢ |
—2d c b 2d 2a c b 0

= —4bc(a + d)? + 4ad(a + d)* = 4(ad — be)(a + d)?,

de unde avem concluzia CErUbA. ... ..o e 3p

Aratam acum ca afirmatiile c¢) gi b) sunt echivalente. Deoarece f(O2) = Oz, afirmatia b)
inseamna ca ecuatia f(X) = Oz are numai solutia nuld, adica, folosind notatiile anterioare, se
obtine un sistem de 4 ecuatii liniare cu 4 necunoscute z,y, z,t omogen care are numai solutia
nula daca gi numai daca matricea sistemului are determinantul nenul. Folosind calculele ante-

rioare, obtinem concluzia Ceruta. ........ ... 2p
TO A L o p



4. Se cosidera sirul (an)n>1, cu a; = 5 §i care verifica relatia 2n(ap+1 — ap) + 3an41 — Hap, =
8n2 + 32n 4+ 30,n > 2. Si se calculeze lim an

n—oo n2 )

26223: G.M.11/2009

Solutie 1 =1 = a0 = 2. ... e 0,5p
N = 2 = A3 = A o 0,5p
M= 3 = Qg = T et 0,5p
Cautam a, de forma a, = An? + Bn+ C ... o 0,5p

Din n =1, 2, 3 rezulta sistemul luniar

A+B+C = 5
4A+2B+C = 21
9A+3B+C = 45

Deunde A= B =4 81 C = —8 o i e e 1,5p

Asadar, avem a, = 4n? +4n — 3 =4n(n + 1) — 3,n = 1,2, 3... care verifici conditia din enunt,.

Demonstrag};ia se fz;ce prin inductie matematica

ST+ 30T+ A0 15 e o 5 — A ) 2) =B = 1,2 e 2
a 2n+3

RezUltd i —o = 4 1p

n—00 n2

an4+1 =



